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Saºetak
U radu je provedena simulacija strujanja kroz turbinsku re²etku pomo¢u dvodimenzi-
onalnog modela presjeka lopatica primjenom algoritma SIMPLE uz izra£un osjetljivosti
ukupnog pada zaustavnog tlaka na promjenu oblika lopatice. Za izra£un osjetljivosti
obzirom na oblik lopatice kori²ten je sustav adjungiranih Navier-Stokesovih jednadºbi u
k − ε modelu turbulencije.
Analizirane su dvije geometrije od kojih bi jedna trebala pokazati kako izgleda osjet-
ljivost za dobro konstruirani a druga za lo²e konstruirani proﬁl. Kvalitetniji je proﬁl
konstruiran isklju£ivo pomo¢u kruºnih lukova, dok na manje kvalitetnom proﬁlu osim
kruºnih lukova, izlazni dio lopatice deﬁniran pravcima Simulacija je provedena u pro-
gramskom paketu OpenFOAM R©.
Napravljena je takoer usporedba odraºaja dvaju adjungiranih modela turbulencije:
adjungirani k − ε i "frozen turbulence".
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1 Uvod
1.1 Turbostrojevi i ra£unalne simulacije
Aerodinamika turbostrojeva je podru£je u kojem se vjerojatno najvi²e koristi ra£unalna si-
mulacija ﬂuida. Pove¢anjem pouzdanosti ra£unalnih simulacija, konstruiranje turbostrojeva
bez te discipline u dana²nje vrijeme sve se teºe moºe zamisliti.
Ra£unalne simulacije na neki se na£in nadopunjuju s eksperimentalnim istraºivanjima. A
veza je sljede¢a. Ispravnost rezultata ra£unalnih simulacijama moºe se potvrditi ili odbaciti
eksperimentalnom provjerom dok nam ra£unalne simulacije omogu¢uju puno bolji uvid u
pona²anje ﬂuida. Osim toga omogu¢uju nam zna£ajne u²tede novaca i vremena.
Uz napredak ra£unalnih simulacija, naglasak se premje²ta automatizaciju procesa kons-
truiranja. To zna£i da bi sljede¢i korak bio automatizirana optimizacija proizvoda. To bi
pojednostavilo analizu i u²tedjelo vrijeme i novac te ubrzalo pronalaºenje najboljeg rije²enja.
1.2 Optimizacija
Potreba za optimizacijom se javlja zbog sve brºeg razvoja tehnologije te neprestanog pobolj-
²avanja proizvoda, potrebe da se ostvari ²to bolja konkurentnost na trºi²tu uz ²to manje rada
i gubitka vremena. Metodama optimizacije postiºe se u£inkovitiji, brºi pronalazak boljeg
rije²enja.
Optimizacija podrazumijeva smanjenje gubitaka odnosno pove¢anje u£inkovitosti.
Matemati£ka optimizacija £esto se naziva jo² i nelinearno programiranje, matemati£ko
programiranje ili numeri£ka optimizacija. Op¢enito se matemati£ka optimizacija moºe opisati
kao znanost odreivanja najboljih rje²enja za matemati£ki deﬁnirane probleme. Optimizacija
se koristi u inºenjerstvu i znanosti, kako bi se smanjilo gubitke, potro²nju energije, materijala
te pove¢alo iskoristivost i u£inkovitost. Takoer se koristi za pobolj²anje ekonomi£nosti, da
se osigura maksimalna dobit uz minimalni utro²ak.
Po£etak matemati£ke optimizacije seºe u 1940., kad se razvila metoda simplex, bitna za
rje²avanje posebnih vrsta problema linearnog programiranja. Od tad pa nadalje su se razvi-
jale, ispitale i uspje²no primijenile razne metode za rje²avanje op¢eg problema optimizacije
u znanstvene i ekonomske svrhe. Naravno da je napredak ra£unalne tehnologije bio veoma
bitan za razvoj matemati£kih metoda optimizacije.
Postoje razni pristupi optimizaciji, koji se dijele na gradijentne i bezgradijente. Gradi-
jentne metode, kao ²to samo ime govori, se temelje procjeni najboljeg rije²enja pomo¢u gra-
dijenta, dok se kod bezgradijentnih metoda najbolje rije²enje nalazi preko na£ina probiranja
iz skupa podataka.
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U bezgradijentne metode se izmeu ostalog ubrajaju razne evolucijske metode poput ge-
netskog algoritma, "simulated annealing", "particle swarm optimization", a tipi£ni predstav-
nici gradijentnih metoda su primjerice Newton-Rhapsonova metoda, relaksacijski algoritmi,
BFGS, metoda pouzdanih podru£ja.
Vaºno je naglasiti neka od svojstava gradijentnih i bezgradijentnih metoda. Dok su bezgra-
dijentne metode moºda temeljitije i obuhva¢aju mno²tvo razli£itih rije²enja, bezgradijentne
su puno brºe i u£inkovitije u pronalaºenju najbliºeg optimuma te su zato u porastu u inºe-
njerskoj praksi. Nedostatak je ²to se gradijentne metode usredoto£avaju na traºenje lokalnog
optimuma, ne uzimaju¢i u obzir druga, moºda bolja rje²enja.
1.3 Optimizacija kori²tenjem gradijenta
Gradijentne metode, kao ²to je to u ovom slu£aju, imaju primjenu i u optimizaciji oblika. S tog
gledi²ta dijelimo dva dva pristupa optimizaciji oblika: topolo²ka optimizacija i optimizacija
zadanog oblika. Razlika izmeu njih je u tome ²to se topolo²ka optimizacija primjenjuje
za slu£ajeve u kojima je ve¢ina zahtjeva nepoznato, primjerice ako ºelimo optimirati protok
zraka u kabini na na£in da se postigne ²to ravnomjernije nastrujavanje zraka na okolinu.
Optimizacija oblika primjenjuje se kad ve¢ imamo pribliºni oblik, u svrhu nalaºenja boljeg
rje²enja, odnosno u svrhu pobolj²anja ve¢ postoje¢eg oblika ili za naknadnu optimizaciju
nakon topolo²ke.
1.3.1 Kona£ne razlike
Kona£ne razlike su temelj gradijentnih metoda kao na£in izra£unavanja gradijenata. Kona£na
razlika je matemati£ki izraz oblika f(x + b)− f(x + a). Kada kona£nu razliku podijelimo sa
b−a dobije se kvocijent razlika. Aproksimacija derivacija sa kona£nim razlikama ima sredi²nju
ulogu u metodi kona£nih razlika za numeri£ko rije²enje diferencijalnih jednadºbi, posebice za
probleme rubnih uvjeta.
Naj£e²¢e se koriste tri oblici kona£nih razlika:
forward diﬀerence ∆h[f ](x) = f(x+ h)− f(x)
backward diﬀerence ∇h[f ](x) = f(x)− f(x− h)
central diﬀerence δh[f ](x) = f(x+
1
2
h)− f(x− 1
2
)h
df(x)
dx
= lim
h→0
f(x+ h)− f(x)
h
=
∆h[f ](x)
h
(1)
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2 Matemati£ke osnove
2.1 Problem traºenja optimuma s ograni£enjima
Najbolje rje²enje se £esto mora traºiti unutar nekih granica. Kao primjer takvog rije²enja
moºemo uzeti traºenje najvi²e to£ke na stazi koja ide preko brda.
Zamislimo da oko brda ide staza, i treba
prona¢i najvi²u to£ku pod uvjetom da se na-
lazi na toj stazi. Ta staza u op¢em slu£aju
ne mora prolaziti samim vrhom brda.
U slu£aju da traºimo vrh brda, problem
bi bio jednostavan, obi£na derivacija. Isto
tako da imamo zadane koordinate staze i tra-
ºimo najvi²u to£ku takoer bi bila obi£na de-
rivacija, ²to se £ini jednostavno, a zapravo je komplicirano jer je potrebno provesti prevoenje
funkcije u eksplicitan oblik, no to je sasvim nepotrebno, po²to nam poznavanje eksplicitnog
oblika nije u interesu, zato pribjegavamo izraºavanja problema u obliku funkcionala, gdje
funkcional predstavlja upravo tu stazu oko brda.
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2.1.1 Lagrangeovi multiplikatori
U matemati£koj optimizaciji, metoda Lagrangeovih mnoºitelja (po Josephu Louisu Lagran-
geu) je strategija nalaºenja lokalnog optimuma funkcije koja je ograni£ena jednadºbama.
Lagrangeovi multiplikatori rade na sljede¢i na£in:
Na funkciju f(x, y) i propisujemo ograni-
£enje g(x, y) = c. Ono ²to znamo je da bi
na mjestu gdje se nalazi optimum, odnosno
najvi²a to£ka brda izolinije funkcije i ograni-
£enja trebale biti paralelne. A kako su one
paralelne i njihova okomica, odnosno gradi-
jent takoer pokazuje u istom smjeru. Je-
dina je razlika u tome ²to gradijent funkcije
ne mora biti jednak gradijentu ograni£enja
ve¢ se razlikuju za neki faktor λ.
Dakle:
∇x,yf = −λ∇x,yg
a ∇x,yg = 0
gdje je ∇x,y =
(
∂
∂x
,
∂
∂y
)
iz toga proizlazi:
Λ(x, y, λ) = f(x, y) + λ · (g(x, y)− c)
Na kraju rje²imo sustav jednadºbi:
∇x,y,λΛ(x, y, λ) = 0
Kad se radi o problemu sa vi²e ograni£enja odjednom, moºe se zamisliti da se gradijent
funkcije sastavlja pomo¢u gradijenata ograni£enja isto kao ²to se jedan vektor moºe prikazati
kombinacijom drugih:
Λ(x, y, λ) = f(x, y) +
n∑
i
λi · (gi(x, y)− c)
To je metoda koja se koristi u izvoenju adjungiranih jednadºbi toka ﬂuida i modela
turbulencije.
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3 Opis geometrije
Analiza je bila provedena za dvije geometrije. Jedna je deﬁnirana isklju£ivo pomo¢u kruºnih
lukova, druga je osim kruºnih lukova deﬁnirana pravcima. Uzeta je predpostavka, da bi skok
u drugoj derivaciji usljed prijelaza s kruºnog luka na pravac mogao uzrokovati gubitke, gdje
bi se jasno moglo vidjeti kako funkcioniraju adjungirane Navier-Stokesove jednadºbe.
U radu je bila provedena simulacija protoka u dvodimenzionalnom modelu re²etke rotora
turbine £iji proﬁli su deﬁnirane pomo¢u kruºnih lukova, te statorske re²etke £iji proﬁli su
deﬁnirani kruºnim lukovima i pravcem po lenoj povr²ini proﬁla.
Proﬁl rotorske lopatice
Proﬁl (11-1125)
kut ugradnje: 66◦
promjer na korijenu: 428.50 mm
promjer na vrhu: 441.00 mm
duljina lopatice: 12.5 mm
debljina diska: 50.0 mm
temperatura: 349.00◦C
brzina zvuka:
√
κRT ≈ 500 m/s
Za drugi proﬁl nema detalja. Vrijednosti su zadane u bezdimenzijskim veli£inama, no u
svrhu prora£una je skaliran na pribliºnu veli£inu prvog proﬁla.
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Slika 3: Mreºa lopatice konstruirane isklju£ivo pomo¢u kruºnih lukova sa 26449 kona£na
volumena.
Slika 4: Mreºa lopatice s kruºnim lukovima i pravcima sa 11147 kona£na volumena.
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4 Zna£ajke strujanja u kanalu re²etke
U stvarnosti se plin pona²a kao stla£ivi ﬂuid, ²to smo u na²em slu£aju zanemarili pritom
svjesno unose¢i gre²ku od 5 do 10% U prora£unu su kori²tene jednadºbe za nestla£ivo sta-
cionarno strujanje. Strujanje je kvazi-stacionarno, pa se moºe zanemariti £lan koji opisuje
promjenu £estice po vremenu i pri Machovom broju manjim od M = 0.3, pa se moºe pret-
postaviti nestla£ivo strujanje iz £eg slijedi da se promjena gusto¢e zanemaruje. U prora£unu
su kori²tene Navier-Stokesove jednadºbe te jednadºba o£uvanja mase. Obzirom da smo za-
nemarili promjenu gusto¢e uvedena je supstitucija p =
p
ρ
4.1 Jednadºbe toka ﬂuida
Za strujanje u re²etci vrijede op¢i zakoni strujanja ﬂuida a to su zakon o£uvanja mase:
∂ρ
∂t
+
∂vi
∂xi
= 0 (2)
i zakon o£uvanja koli£ine gibanja:
∂ρvi
∂t
+
∂
∂xj
(ρvjvi) =
∂
∂xj
[
µ
(
∂vi
∂xj
+
∂vj
∂xi
)]
− ∂p
∂xi
(3)
Pritom je zanemarena nestacionarnost izuze¢em £lana
∂ρ
∂t
iz jednadºbe i kao ²to je gore
re£eno, promjene gusto¢e te se tako dobiju sljede¢e jednadºbe:
∂vi
∂xi
= 0 (4)
te zakon o£uvanja koli£ine gibanja:
vj
∂vi
∂xj
= ν
∂
∂xj
(
∂vi
∂xj
+
∂vj
∂xi
)
− ∂p
∂xi
(5)
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4.2 Turbulencija
Turbulentno strujanje je jedna od matemati£ki najsloºenijih pojava u prirodi za koju jo² nije
otkriveno analiti£ko rije²enje. Razlog tome leºi u nelinearnosti konvektivnog £lana u Navier-
Stokesovim jednadºbama . Iz tog razloga se do rije²enja dolazi numeri£kim putem.
Do turbulentnog strujanja dolazi pri visokim vrijednostima Reynoldsovog broja gdje prev-
ladavaju sile tromosti nad viskoznim silama. Karakterizira ga izrazito nestacionarno i kaoti£no
gibanje £estica, ﬂuktuacije, vrtloºenje.
S inºenjerskog gledi²ta nije potrebno poznavati pona²anje strujanja u svakom trenutku,
ve¢ samo prosje£no pona²anje, pa se ﬁzikalne veli£ine osrednjavaju po vremenu. Danas se
naj£e²¢e koristi Reynoldsovo uprosje¢enje. Time se zna£ajno olak²ava zada¢a numeri£kog
rje²avanja tih jednadºbi, jer koraci prostorne i vremenske diskretizacije vi²e ne moraju biti
toliko mali.
5 Modeliranje turbulencije
Najto£nije rije²enje mogu¢e je dobiti izravnom numeri£kom simulacijom DNS, meutim takva
bi simulacija bila iznimno skupa i neprihvatljiva. Iz tog razloga se probjegava pojednostav-
ljenjima koja znatno smanjuju vrijeme potrebno za provedbu simulacije. Ta pojednostav-
ljenja se mogu izvesti zanemarenjem pona²anja nekih od £lanova (primjerice zanemarenjem
promjene tlaka), zanemarenjem pojedinih elemenata modela (konstrukcijskih detalja koji ne
utje£u bitno na rije²enje) ili modeliranje op¢ih pojava. Modeliranje op¢ih pojava se izvodi
tako da se rije²enja koja su dobivena eksperimentalno ili numeri£ki opi²u empirijskim zako-
nima. Takvo modeliranje je primjerice izvedeno kod nalaºenja rije²enja za pona²anje ﬂuida u
grani£nom sloju (Blausius, Von Kármán).
Tako su se razvile jo² dvije vrste modela, a to su RANS (Reynolds Averaged Navier-Stokes)
i kompromis izmeu prethodna dva, LES (Large Eddy Simulation).
5.1 Vremenski osrednjene jednadºbe toka ﬂuida (RANS)
Svaka ﬁzikalna veli£ina sadrºi svoj osrednjeni i svoj stohasti£ki dio pa se moºe prikazati:
f = f + f ′
gdje potez ozna£ava vremenski osrednjeni dio a crtica pulsiraju¢u komponentu ﬁzikalne veli-
£ine.
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f = (n, t) =
1
T0
∫ T0
2
−T0
2
f(n, t− τ) dτ
T0 mora biti odabrano tako da vrijedi f = f Ako je strujanje kvazistacionarno, ²to u
na²em slu£aju je, T0 smije teºiti u beskona£no. Prema tome osrednjena vrijednost pulsiraju¢e
komponente jednaka je 0.
f ′ = f − f = f − f = f − f = 0
Za srednju vrijednost derivacije vrijedi
df
dn
=
1
T0
·
∫ T0
2
−T0
2
∂f(n, t− τ)
∂n
dτ =
∂f
∂n
Za veli£ine f = f + f ′ i g = g + g′ u kvazistacionarnom strujanju vrijedi:
f · g′ = f · g′ = 0
f · g = f · (g + g′) = f + g + f · g′ = f · g
f · g = (f + f ′) · (g + g′) = f · g + f ′ · g′
gdje vrijedi f ′ · g′ 6= 0
te se veli£ine moºe osrednjiti:
∂vi
∂xi
= 0 (6)
i
∂vjvi
∂xj
=
∂
∂xj
[
(ν + νt)
(
∂vi
∂xj
+
∂vj
∂xi
)]
− ∂
(
p+ 2
3
k
)
∂xi
(7)
peﬀ =
p+ 2
3
k
ρ
(8)
gdje je k =
v′iv
′
i
2
- kineti£ka energija turbulencije. Da se izra£una k u osrednjenim Navier-
Stokesovim jednadºbama. Tako bi Reynoldsove osnovne jednadºbe imale vi²e nepoznanica
nego jednadºbi pa sustav ne bi bio rje²iv. Da se uvede nova jednadºba moºe se ponovo osred-
njiti k te bi tako dobili 6 novih jednadºbi, no time bismo uveli jo² 22 dodatne nepoznanice. Ta
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varijabla k je klju£na u modeliranju turbulentnog strujanja i provedena su brojna istraºivanja
kako bi se do²lo do vrijednosti koja odgovara simulaciji.
5.1.1 RANS modeli turbulencije
RANS modeli turbulencije se dijele obzirom na red korelacije brzina za koju se rje²ava tran-
sportna jednadºba. Mogu biti prvog drugog i tre¢eg reda. Takoer se dijele na 3 razine:
algebarski, diferencijalni modeli sa jednom jednadºbom i diferencijalni modeli sa dvije jed-
nadºbe. U ovom radu se koristi k− ε model koji spada u modele s dvije dodatne transportne
diferencijalne jednadºbe.
5.2 Funkcije zida
U stvarnosti k u blizini stijenke teºi 0. Taj prelazak je skokovite prirode. Javljaju se veliki
gradijenti, a to zahtijeva visoku razlu£ljivost mreºe na tom podru£ju, ²to znatno poskupljuje
izra£un. Kako bi se izbjegla potreba za mreºom visoke razlu£ljivosti koja bi znatno poskupila
izra£un. Modeliraju se vrijednosti na prvom £voru do stijenke pomo¢u takozvanih funkcija
zida.
Deﬁniraju se brzina trenja:
v2τ = (ν + νt)
(
∂vi
∂xj
+
∂vj
∂xi
)
njti (9)
bezdimenzijska brzina:
v+ =
vt
vτ
(10)
i bezdimenzijska udaljenost od stijenke:
y+ =
∆vτ
ν
(11)
U neposrednoj blizini stijenke nalazi se laminarno podru£je u kojem vrijedi linearni proﬁl
brzine:
v+ = y+ (12)
Kako se udaljavanjem od stijenke turbulentne pulsacije pove¢avaju linearni zakon proﬁla
brzine prelazi u logaritamski:
y+c =
1
κ
lnEy+c (13)
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v+ k ε νzida
y+ < y+c y
+ v
2
τ√
cµ
(
y+
y+c
)2
k
3
2
1 +
5.3ν√
k∆
κc
− 3
4
µ ∆
νzida = ν
y+ > y+c 1κ lnEy+
v2τ√
cµ
v3τ
κ∆
νwall =
κc
1/4
µ k
1/2
P yP
ln(Ey+)
Tablica 1: Zakon zida.
5.3 O rubnim uvjetima
Rubne uvjete moºemo promatrati s ﬁzikalnog i s matemati£kog gledi²ta.
S matemati£kog gledi²ta postoje 3 vrste rubnih uvjeta:
Dirichletovi koji zadaju konstantne vrijednosti varijablama
Neumannovi koji zadaju njihov gradijent
Robinovi mje²oviti rubni uvjeti koji se u ovom radu ne primjenjuje
Rubni se uvjeti s ﬁzikalnog gledi²ta dijele na:
ulazna granica; kroz koju ﬂuid ulazi u podru£je prora£una
izlazna granica; iz koje ﬂuid izlazi iz podru£ja prora£una
nepropusna stijenka; kroz koju nema protoka ﬂuida. Na njoj vrijedi da je u potencijalnom
strujanju normalna komponenta brzine na stijenku jednaka 0 a u viskoznom strujanju
je i tangencijalna komponenta brzine jednaka 0
ravnina simetrije; kroz koju takoer nema protoka ﬂuida, a koristi se da bi se u²tedjelo na
resursima, kad je strujanje simetri£no kao i
periodi£ka granica; koja se koristi iz istog razloga ali kada imamo ponavljaju¢e se rubne
uvjete
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6 k − ε model
k − ε model je jedan od najvi²e kori²tenih modela turbulencije i primjenjen je u ve¢inu CFD
kodova. Poput ostalih modela turbulencije pojedinosti su se razvijale tokom vremena. No
najvi²e zasluga pripada Jonesu i Launderu (1972) za standardni k − ε model. A Launder
i Sharma (1974) su pobolj²ali konstante modela. Zna£ajno su doprinjeli takoer Davidov
(1961), Harlow i Nakayama (1968), Hajnali¢ (1970) i drugi.
Prva transportna varijabla je k = v
′2
2
koja predstavlja turbulentnu kineti£ku energiju.
Druga transportna varijabla u ovom slu£aju je turbulentna rasipanje ε = ν
∂v′i
∂xj
∂v′i
∂xj
, ova varija-
bla odreuje veli£inu turbulencije.
Postoje dvije glavne formulacije k − ε modela. Prvotna ideja k − ε modela je bila po-
bolj²anje Prandtlova modela puta mije²anja sa 0 dodatnih transportnih jednadºbi i prona¢i
alternativno rje²enje algebarskom propisivanju veli£ina turbulentnih duljina u srednje do vi-
soko kompleksnim strujanjima.
k − ε model se pokazao upotrebljivim pri strujanjima bez grani£nog sloja sa relativno
malim pozitivnim gradientima tlaka.
Sadrºava dvije dodatne transportne jednadºbe koje predstavljaju turbulentna svojstva
toka. Time u obzir uzimaju nepovratni procesi poput konvekcije i difuzije turbulentne ener-
gije.
∂
∂xi
(kui)− ∂
∂xi
[(
ν +
νt
σk
)
∂k
∂xi
]
= Pk + ε (14)
∂
∂xi
(εui)− ∂
∂xi
[(
ν +
νt
σε
)
∂ε
∂xi
]
= C1ε
ε
k
Pk − C2ε ε
2
k
(15)
Produkcija k:
Pk = τij
∂vi
∂xj
= νt
(
∂vi
∂xj
+
∂vj
∂xi
)
∂vi
∂xj
(16)
6.1 Modeliranje konstanti
U svrhu provedbe prora£una potrebno je namjestiti po£etne vrijednosti varijebli kako bi se
osigurala konvergencija simulacije.
Konstante su Prandtlovi brojevi σk i σε koji predstavljaju difuziju neke veli£ine u odnosu
na difuziju brzine. To su poznate vrijednosti dobivene iz eksperimentalnih mjerenja za ovaj
slu£aj, dok su C1ε, C1ε i Cµ konstante modela. Njihove vrijednosti iznose:
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C1ε = 1.44; C2ε = 1.92 : Cµ = 0.09; σk = 1.0; σε = 1.3 (17)
Kineti£ka energija turbulencije za po£etne uvjete se ra£una:
k =
3
2
(UI)2 (18)
gdje je U brzina strujanja a I njene pulsacije, koje iznose od 2 do 3% ukupne brzine.
Rasipanje kineti£ke energije turbulencije se takoer ra£una za po£etne uvjete.
ε = Cµ
k
3
2
l
(19)
Turbulentna viskoznost je deﬁnirana preko:
νt = Cµ
k2
ε
(20)
Za karakteristi£nu duljinu moºe se uzeti tetiva ili korak. Dovojno je da se pogodi red
veli£ine po£etnih uvjeta kako bi se osigurala konvergencija.
Po£etni uvjeti se deﬁniraju na svim unutarnjim kontrolnim volumenima i na ulazu.
6.2 Rubni uvjeti za k − ε model
Kako k − ε spada u modele sa dvije jednadºbe za modeliranje turbulencije pati od nekoliko
ozbiljnih ograni£enja:
• nemogu¢nost predvianja anizotropnih Reynoldsovih tenzora naprezanja
• efekata relaksacije
• ne-lokalnih efekata zbog turbulentne difuzije
• mogu se pona²ati kruto u pojedinim podru£jima strujanja, gdje je potrebna visoka raz-
lu£ljivost mreºe i mali vremenski korak (To se moºe nadvladati kori²tenjem implicitnih
shema diskretizacije.)
Uz to k − ε model ne daje dobre rezultate u slu£ajevima velikog pozitivnog gradijenta
tlaka.
k−ε model se lo²e odraºava u blizini stijenke, gdje je Reynoldsov broj mali i prevladavaju
viskozni efekti. Da bi se izbjegla potreba za pove¢anom razlu£ljivosti zbog velikih iznosa
gradijenata na stijenku se primjenjuju funkcije zida koje opisuju pona²anje ﬂuida uz stijenku.
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Na ulazu u re²etku postavljamo nulte Neumannove uvjete na tlak p, dok za brzinu vi,
kineti£ku energiju tubulencije k, i rasipanje turbulentne energije εi vrijede Dirichletovi rubni
uvjeti.
Na izlazu iz re²etke moºe se zadati proizvoljna ﬁksna vrijednost tlaka p (na primjer 0), jer
nam je vaºna samo razlika tlakova na ulazu i izlazu a ne vrijednost apsolutnog tlaka. Za vi,
k i ε zadaju se Neumannovi uvjeti.
Na samoj stijenci osim nepromo£ivosti zida vrijedi i Prandtlova postavda pa su normalna
i tangencijalna komponenta brzine na stijenku jednake nuli.
7 Adjungirane jednadºbe modela turbulencije
Postoje dva pristupa u izvoenju adjungiranih jednadºbi, kontinuirani i diskretni. Razlika
izmeu njih je u tome ²to se kod kontinuiranog adjunirane jednadºbe izvode iz analiti£ke
formulacije osnovnih jednadºbi toka ﬂuida a kod diskretnog iz diskretne formulacije. O pred-
nostima i nedostacima tih dvaju pristupa jo² se uvijek vode rasprave.
Provoenjem analize ºelimo dobiti prikupiti informacije o osjetljivosti veli£ine, u odnosu
na koju se ºeli optimirati, na pomak povr²ine lopatice, drugim rije£ima, u kojem smjeru
i kojim intenzitetom bi trebalo pomaknuti povr²inu razmatranog oblika u svrhu postizanja
cilja optimizacije.
Kao ograni£enje na veli£inu koju se ºeli optimirati (na cilj optimizacije) se postavlja sustav
jednadºbi toka ﬂuida.
Cilj optimizacije (smanjiti ukupni pad zaustavnog tlaka):
J =
∫ Su
Si
(
p− 1
2
v2i
)
vknk dS (21)
Adjungirani sustav jednadºbi izvodimo tako da vladaju¢e jednadºbe raspi²emo u obliku
reziduala koji moraju biti jednaki nekoj konstanti, koje u jednadºbama nema, odnsnosno
jednaka je 0. Ti reziduali predstavljaju ograni£enja na rje²enje koje ºelimo dobiti:.
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Rp =
∂vj
∂xj
= 0 (22)
Rvi = vj
∂vi
∂xj
+
∂peﬀ
∂xi
− ∂
∂xj
[
(ν + νt)
(
∂vi
∂xj
+
∂vj
∂xi
)]
= 0 (23)
Rk = vj
∂k
∂xj
− ∂
∂xj
[(
ν +
νt
Prk
)
∂k
∂xj
]
− Pk + ε = 0 (24)
Rε = vj
∂ε
∂xj
− ∂
∂xj
[(
ν +
νt
Prε
)
∂ε
∂xj
]
− C1ε ε
k
Pk + C2ε
ε2
k
= 0 (25)
L = J +
∫
Ω
(
uiR
v
i + qR
p + kaR
k + εaR
ε
)
dΩ (26)
Lako se mogu raspoznati ograni£enja i lagrangeovi multiplikatori koji se nalaze u jednadºbi
u vidu adjungiranih veli£ina (brzne ui, tlaka q, kineti£ke energije turbulencije ka i rasipanja
kineti£ke energije turbulencije εa. Te veli£ine nazivamo po osnovnim veli£inama, no one drºe
vezu s njima jedino po mjernim jedinicama. One nam zapravo jako malo govore. Koriste se
u svrhu procjene ispravnog rada programa i izvora gre²ke.
Rije²enje nalazimo tako da deriviramo "Lagrangian" po geometriji ("design variable" bm).
δL
δbm
=
δJ
δbm
+
∫
Ω
(
ui
δRvi
δbm
+ q
Rp
δbm
+ ka
δRk
δbm
+ εa
δRε
δbm
)
dΩ+
∫
Ω
(
uiR
v
i + qR
p + kaR
k + εaR
ε
) δ(dΩ)
δbm
(27)
Po²to su vrijednosti dvaju integrala jednake 0, izra£un
δL
δbm
je ekvivalentan izra£unu
δJ
δbm
.
Treba jo² napomenuti da adjungirane jednadºbe djeluju obrnuto od osnovnih te zbog toga
u sustav unose nestabilnost. One znatno posloºe izra£unavanje, ²to bi u drugim okolnostima
usporilo tijek prora£una, no to se ne de²ava. Razlog tome je ²to se iz njih mogu dobiti
vrijednosti pomo¢u kojih se konvergencija rezultata ubrza.
7.1 Rubni uvjeti za adjungirane varijable
Za adjungiranu brzinu ui na ulazu zadaju se Dirichletovi rubni uvjeti, a za adjungirani tlak
q najbolje je zadati nulte Neumannove uvjete, iako se mogu zadati i bilo koje druge.
Od adjungiranih veli£ina kineti£ka energija turbulencije ka, rasipanje kineti£ke energije
turbulencije εa i normalna komponenta adjungirane brzine uini moraju biti nulirane.
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7.2 Adjungirane funkcije zida
cv =

1
κ
lnEy+; y+ > y+c
2vτ∆
ν
; y+ < y+c
(28)
u2τ = (ν + νt)
(
∂ui
∂xj
+
∂uj
∂xi
)
njti (29)
u2τ =
1
cv
[
2uktkvτ −
(
ν +
νt
Prk
)
∂ka
∂xj
nj
δk
δvτ
−
(
ν +
νt
Prε
)
∂εa
∂xj
nj
δε
δvτ
]
(30)
Ova se jednadºba koristi za ra£unanje adjungiranih viskoznih protoka u blizini stijenke.
7.3 Adjungirani k − ε i "frozen turbulence"
Provedena je usporedba dvaju adjungiranih modela turbulencije, a to su adjungirani k − ε
i "frozen turbulence". Razlikuju se po tome ²to se u modelu "frozen turbulence" zamrzne
ra£unanje adjungiranih veli£ina
∂ka
∂xj
nj i
∂εa
∂xj
nj tako da se prora£un osjetljivosti ne temelji na
njima. O usporedbi u£inkovitosti tih dvaju modela jo² se vode rasprave.
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8 Prikaz rezultata
8.1 Geometrija 1
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(a) adjoint k − ε (b) "frozen turbulence"
Slika 5: Brzina.
Brzina je na ulazu ve¢a u odnosu na izlaz zbog toga ²to je ulazni kut struje ve¢i od izlaznog.
Brzina doseºe svoj maksimum nedaleko od napadnog brida na potla£noj strani lopatice.
(a) adjoint k − ε (b) "frozen turbulence"
Slika 6: Adjungirana brzina.
Iz adjungirane brzine se ne da i²£itati ni²ta ²to bi nam dalo neposrednu informaciju u
strujanju, to je varijabla adjungiranih jednadºbi.
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(a) adjoint k − ε (b) "frozen turbulence
Slika 7: Tlak
Vidljivo je da se raspodjela tlaka poklapa s raspodjelom brzine i doseºe minimum gdje
brzina doseºe svoj maksimum, a na ulazu je tlak niºi nego na izlazu zbog gore ranije
spomenutih ulaznih i izlaznih kuteva.
(a) adjoint k − ε (b) "frozen turbulence"
Slika 8: Adjungirani tlak.
Kao i kod adjungirane brzine ni tlak nam ne daje neposrednu informaciju o strujanju, iz
adjungiranih se varijebli moºe jedino zaklju£iti o pogre²ci i njenom izvoru.
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(a) adjoint k − ε (b) "frozen turbulence
Slika 9: Turbulentna viskoznost.
Turbulentna viskoznost predstavlja turbulentna svojstva ﬂuida, predstavlja ekvivalentnu
viskoznost za naprezanja do kojih dolazi na tom mjestu. U ovom slu£aju se najve¢a
turbulentna viskoznost nalazi oko napadnog brida i ²iri se u pretla£nu zonu.
(a) Adjungirana turbulentna viskoznost.
Adjungirana turbulentna viskoznost je kvalitativno sli£na sa turbulentnom viskoznosti.
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(a) adjoint k − ε (b) "frozen turbulence"
Slika 11: Kineti£ka energija turbulencije.
Turbulencije su najve¢e na napadnom bridu, ²to odgovara eksperimentalnim ispitivanjima.
Problem je u tome ²to zauzimaju previsoke vrijednosti, a to se ubraja meu nedostatke
k − ε modela.
(a) Adjungirana kineti£ka energija tur-
bulencije.
Slika 12: Adjungirana kineti£ka energija turbulencije.
Vrijednosti kineti£ke energije turbulencije najbolje se prikazuju u rasponu skale od 1 do -1.
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(a) adjoint k − ε (b) "frozen turbulence
Slika 13: Rasipanje kineti£ke energije turbulencije.
Zbog gore spomenutih previsokih vrijednosti turbulencije, rasipanje kineti£ke energije
turbulencije je visoko napadnom bridu, ²to ne odgovara stvarnosti jer se energija
najintenzivnije rasipa pri pozitivnom gradijentu tlaka, a to se odvija prema izlaznom bridu
lopatice.
(a) adjoint k − ε
Slika 14: Adjungirano rasipanje kineti£ke energije turbulencije.
Adjungirani k − ε model puno je nestabilniji od "frozen turbulence" modela. O tome govore
nagli skokovi u osjetljivosti koji neprestano bjeºe oko proﬁla kako se pove¢ava broj iteracija.
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(a) adjoint k − ε
(b) "frozen turbulence
Slika 15: Raspodjela osjetljivosti.
Raspodjela osjetljivosti za "frozen turbulence" model je izraºenija od raspodjele osjetljivosti
k − ε modela. Vrh doseºe pri £ak pet puta vi²im vrijednostima od modela k − ε. Po
vrhovima gradijenata javlja se njihanje vrijednosti u obliku valova. Do tog dolazi
najvjerojatnije zbog slabije razlu£ljivosti mreºe. Najve¢e vrijednosti osjetljivosti se kod oba
modela javljaju na pretla£noj strani lopatice, tik uz podru£je najve¢e brzine.
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8.2 Geometrija 2
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(a) adjoint k − ε (b) "frozen turbulence"
Slika 16: Brzina.
Suprotno od prethodnog primjera, u ovom je slu£aju ulazni kut blaºi od izlaznog, ²to se
takoer manifestira u raspodjeli brzina. Uz istu ulaznu brzinu, brzina na izlazu dostiºe puno
ve¢e vrijednosti, £ak vi²e od dvostruko. Pretpostavka o nestla£ivosti bi u ovom slu£aju
moºda bila neopravdana, pogotovo kad bi temperatura bila ista kao u prethodnom slu£aju.
Na slikama se lijepo vidi usporavanje struje na izlazu po poleini lopatice.
(a) adjoint k − ε (b) "frozen turbulence"
Slika 17: Adjungirana brzina.
Adjungirana brzina doseºe najve¢e vrijednosti u blizini izlaznog brida.
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(a) adjoint k − ε
(b) "frozen turbulence
Slika 18: Tlak
Kao i kod prethodnog slu£aja, raspodjela tlaka odgovara raspodjeli brzina. Na slikama se
moºe vidjeti podru£je minimalnog tlaka, koje se nalazi na mjestu gdje kruºni luk prelazi u
pravac. Nakon minimuma tlak ima pozitivan gradijent. Na tom je mjestu mogu¢nost
odvajanja grani£nog sloja najve¢a, a ²to ¢e i pokazati raspodjela osjetljivosti.
(a) adjoint k − ε (b) "frozen turbulence
Slika 19: Adjungirani tlak.
Adjungirani tlak ima svoj maksimum na najuºem presjeku kanala, a minimum na izlaznom
bridu.
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(a) adjoint k − ε (b) "frozen turbulence
Slika 20: Turbulentna viskoznost.
Turbulentna viskoznost je najve¢a na izlazu iz re²etka, na podru£ju najve¢e brzine.
(a) Adjungirana turbulentna viskoznost.
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(a) adjoint k − ε (b) "frozen turbulence"
Slika 22: Kineti£ka energija turbulencije.
Razumljivo je da kineti£ka energija turbulencije takoer postiºe maskimalnu vrijednost na
najuºem presjeku.
(a) Adjungirana kineti£ka energija tur-
bulencije.
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(a) adjoint k − ε
(b) "frozen turbulence
Slika 24: Rasipanje kineti£ke energije turbulencije.
(a) Adjungirano rasipanje kineti£ke
energije turbulencije.
Fakultet strojarstva i brodogradnje 34
Nikola Lisjak Zavr²ni rad
(a) adjoint k − ε
(b) "frozen turbulence"
Slika 26: Raspodjela osjetljivosti
Iz raspodjele osjetljivosti jasno je vidljivo da bi u sljede¢em koraku preoblikovanja trebaloi
pomaknuti povr²inu spoja kruºnog luka i pravca, odnosno izgladiti taj dio. Ovaj slu£aj je
razli£it od prethodnog po tome ²to k − ε model postiºe ve¢e maksimalne vrijednosti od
"frozen turbulence" modela.
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9 Zaklju£ak
U svrhu optimizacije koriste se deterministi£ke i gradijentne metode. Pomo¢u gradijentnih
metoda brºe se nalazi lokalni optimum te se tako pojeftinjuje proces optimizacije. Prvi korak
optimizacije pomo¢u gradijenata je izra£un osjetljivosti veli£ine koju ºelimo optimirati na po-
mak povr²ine odabrane geometrije. Kao odabrana gradijentna metoda koriste se adjungirani
modeli turbulencije koji se izvode pomo¢u Lagrangeovih multiplikatora te se pomo¢u njih
dobije raspodjela osjetljivosti po povr²ini lopatice na izabranu veli£inu koju ºelimo optimirati
(smanjiti ukupni pad zaustavnog tlaka u re²etci). Raspodjela osjetljivosti kvalitativno opi-
suje izra£unati traºeni pomak povr²ine u svrhu pribliºavanja cilju optimizacije. Za izra£un
raspodjele kori²tena su dva adjungirana modela turbulencije: adjungirani k− ε i "frozen tur-
bulence" model. Na temelju izra£una za prvu geometriju moglo bi se donijeti zaklju£ak da je
adjungirani k − ε model ne²to manje pouzdan i sporiji od modela "frozen turbulence", te bi
to bila tema za prou£iti.
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